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Introduction

« Une erreur peut devenir exacte, selon que celui qui I'a commise s'est trompé ou non. »
Pierre Dac ; Les pensées - Ed. du Cherche Midi (1972)

Ce document a pour vocation de présenter la vision probabiliste de 1’erreur, développée depuis
environ trois décennies par le Bureau international des poids et mesures (BIPM) et qui a permis
d’installer un consensus international dans l'expression de l'incertitude de mesure.

11 se veut étre une ressource pour les enseignants de sciences physiques et de mathématiques des lycées.

Pour les enseignants de sciences physiques elle veut donner a comprendre les raisons et les
mécanismes mis en ceuvre derricre les formules qui sont appliquées dans les estimations de
mesures de grandeur, par exemple dans le programme de premiére STL,
www.education.gouv.fr/cid55406/menel 104103a.html en complétant ainsi les documents déja
parus : Nombres, mesures et incertitudes (Inspection générale Sciences Physiques et Chimiques)
http://eduscol.education.fr/pid23213-cid46456/ressources-pour-le-college-et-le-lycee.html

Pour les enseignants de mathématiques, elle donnera des exemples d’utilisation des notions
probabilistes enseignées au lycée, en particulier en liant la notion d’erreur a celle de variable aléatoire,
celle d’incertitude-type avec celle d’écart-type.

Outre la nécessité d’une connaissance partagée sur un sujet qui reléve des deux disciplines, ce
domaine du calcul d’incertitude devrait donner la possibilité de travaux communs développés par les
enseignants de mathématiques et de sciences physiques.

L’ambition reste cependant modeste, notamment dans les outils présentés ; une bibliographie
proposée en fin de document donne des références pour ceux qui souhaiteraient approfondir le sujet,
en particulier dans I’étude de l’incertitude des mesures obtenues a partir de données corrélées ou
appariées ou encore dans le cas de données obtenues en faible nombre.

Vision probabiliste : pourquoi, alors qu’on travaille sur des données statistiques ?
Essentiellement parce qu’on est dans une activité de modélisation et que 1’on cherche a passer de
quelques observations a une caractéristique de I’ensemble de toutes les observations possibles, que des
données obtenues on va chercher a induire des connaissances sur des variables al€atoires, qu’a partir
d’un nombre fini de données on va estimer une connaissance sur une infinité de possibilités, et en
particulier qu’on va donner des renseignements sur des modeles considérés comme continus a partir
d’un nombre fini d’observations. Il faut garder présent a 1’esprit cette idée de modele tout au long de
ce document.

Cette brochure est congue pour pouvoir étre lue sans étre arrété par des difficultés dans des
développements mathématiques qui sont renvoyés en annexe. On y trouvera également quelques
compléments qui peuvent éclairer les choix faits.
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http://www.education.gouv.fr/cid55406/mene1104103a.html
http://eduscol.education.fr/pid23213-cid46456/ressources-pour-le-college-et-le-lycee.html

I. Une vision probabiliste de I’erreur

A. La notion d’erreur

1. Un exemple pour commencer

On souhaite mesurer une résistance. Le conducteur ohmique dont on souhaite mesurer la résistance est
branché aux bornes d’un ohmmetre. On utilise une premicre technique de mesure utilisant « quatre
fils » de liaison entre le conducteur ohmique et I’instrument.

Notre instrument communique avec un ordinateur et 1’on utilise un programme d’acquisition de
données. Ce programme effectue 2000 mesures m de la résistance R, repére les valeurs my, €t mpax,
divise I'intervalle [ mmi, ; Mmax | €n 10 intervalles (classes), calcule le nombre n de résultats dans
chaque classe et affiche les résultats sous la forme d’un diagramme.

On obtient les résultats ci-dessous :

25611
22911
20.22
Freq 1752
(%) 1483

12.131
9.431
6.747
4.041
1.35]

Min Max

Channe (105) Min; | 82.52797 Ohm Mean: | 82.52860 Ohm
Max | 82.52932 Ohm Std. dev: |196.2951 uOhm

Recommengons la mesure précédente en configurant notre instrument en ohmmetre « deux fils », ce
qui correspond a une mesure courante de la valeur d’une résistance.

On obtient désormais les résultats suivants :

23.611
21.12]
18.64
16.157
13.67
11.187
8.70
6.211
3.73]
1.247

Freq
(%0)

Min Max

Channe (105) Min: I 82.94548 Ohm Meanil 82.94627 Ohm

Max: 82.94700 Ohm Std. dev: |227.4441 uOhm
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Des questions se posent au vu de ces résultats :

1. Pourquoi une telle variabilité des résultats ?

2. Pourquoi ces deux méthodes donnent-elles des résultats différents ?

3. Et enfin, finalement quelle est la mesure de la résistance cherchée ?
On s’était apercu depuis longtemps, notamment en astronomie, science qui possédait les instruments
les plus précis, que :

e plusieurs mesurages d’une méme caractéristique donnaient souvent des valeurs différentes,

e la répartition des résultats avait une « forme en cloche » : « il n’y a aucun doute que les petites

erreurs ont lieu plus souvent que les grandes ».

Toute la problématique de la détermination de la mesure d’une grandeur est la : parmi tous ces
résultats lequel choisir et comment estimer I’erreur qui pourrait étre commise ?

2. Pourguoi une telle variabilité des résultats ?

Une série de mesures est soumise a des conditions environnementales qui modifient les résultats obtenus :

e la grandeur a mesurer n’est pas parfaitement définie, la largeur d’une table n’est pas un objet défini,
la taille d’une piece métallique dépend de sa position, la surface dun liquide n’est pas plane, ...

e les conditions environnementales évoluent (température, pression,...)
e I’instrument de mesure est source d’erreur (temps de réponse, exactitude, sensibilité)

e ’opérateur ne refait jamais la méme mesure exactement dans les mémes conditions (fatigue,
erreurs de parallaxe, effet de ménisque dans une pipette...)

Une mesure comporte en général plusieurs opérations dont chacune peut étre source de variabilité. I1
sera important de savoir distinguer les sources de variabilit¢ importante de celles qui sont
négligeables.

Précisons quelques termes de vocabulaire du domaine de la métrologie et qui vont étre employés :
Mesurage : ensemble d’opérations ayant pour but de déterminer une valeur d’une grandeur.
Mesurande : grandeur particuliére soumise a mesurage (longueur, masse, intensité,...).

« Valeur vraie » d’un mesurande : mesure que 1’on obtiendrait par un mesurage parfait. On ne la
connait pas et on parle également de « valeur théorique ».

Grandeur d’influence : grandeur qui n’est pas le mesurande mais qui a un effet sur le résultat du
mesurage.

3. Lanotion d’erreur

Si y, est le résultat d’un mesurage et y, la « valeur vraie » du mesurande, I’erreur sur le résultat y,

est le nombre e, =y, — y,

Ce concept d’erreur est idéal et les erreurs ne peuvent malheureusement pas €tre connues exactement.

Dans la problématique qui nous intéresse on va chercher a estimer une valeur y, du mesurande, et a
quantifier I’erreur commise sur cette estimation.

. Ainsi, la démarche visée est de fournir, autour du résultat d'un mesurage, un intervalle dont on puisse :
i s'attendre a ce qu'il comprenne une fraction élevée des valeurs qui pourraient raisonnablement étre |
¢ attribuées au mesurande. :
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4. Comment traiter de la variabilité : la « randomisation »

Dans les années 1960, dans les livres de sciences physiques qui présentaient les « Incertitudes
des mesures et calculs approchés », on cherche a définir un majorant des erreurs, et on propose des
théorémes comme « I’incertitude absolue d’une somme ou d’une différence est la somme des
incertitudes absolues ». Ainsi par exemple, si I’erreur sur la dimension des cotés ¢ d’un carré est
majorée par Imm, I’erreur sur les dimensions du périmétre p de ce méme carré est majorée par 4mm.
On écrit alors par exemple ¢ =12mm+ Imm et on en déduit que p = 48mm + 4mm

Quelle réalité représentent ces nombres ? Une erreur de 4mm est-elle possible, plausible, probable ?
C’est cette idée qui sous tend la présentation qui va étre proposée ci-dessous, donnant un apercu du calcul
d’incertitude de mesures tel qu’il se pratique aujourd’hui en laboratoire ou en milieu industriel.

\

Cependant, contrairement a 1’exemple proposé en introduction, il sera rarement possible
d’effectuer 2 000 mesures d’une méme grandeur et il va falloir trouver un moyen de décrire la
distribution des valeurs possibles des résultats d’un mesurage.

Un mesurage comporte en général plusieurs opérations dont chacune peut étre source de variabilité.
L’objet de 1’étude des erreurs est de pouvoir préciser cette variabilité, et une fagon de le faire est
d’introduire le « hasard », un hasard qui peut résulter de notre ignorance (Dutarte, Piednoir). Une
maniére d’interpréter les résultats est de passer par une « randomisation », c'est-a-dire qu’on explique
la variabilité de résultats déterministes (il n’y a pas d’aléatoire dans les mesures) comme s’ils
étaient des réalisations d’une variable aléatoire.

Autrement dit, on remplace la notion d’erreur accidentelle par celle d’incertitude aléatoire: la
variabilité de la mesure n’est pas un « accident » évitable, mais est inhérente au processus de mesurage
si celui-ci est suffisamment sensible. (Robert, Treiner)

Si I’on répete le mesurage, on obtient une série de valeurs y,,y,,...... ,¥, que ’on considére
comme les valeurs prises par une variable aléatoire Y et une série de valeurs e, e,,...... ,e, qui sont

les erreurs définies sur chacune des observations ; ces valeurs sont considérées comme celles prises
par une variable aléatoire £ :

L’erreur de mesure est une variable aléatoire

On peut ainsi modéliser le mesurage par : Y=y+E

L’hypothese fondamentale du traitement probabiliste de I’erreur est que la variable E obéit a
une loi de probabilité « bien définie ».

L’objet du calcul d’incertitude sera de déterminer :

e les parameétres de la loi de probabilité de E.

e un intervalle dont on puisse s'attendre a ce qu'il comprenne une fraction élevée des
valeurs qui pourraient raisonnablement étre attribuées au mesurande.

5. Les composantes de I’erreur

On envisage traditionnellement qu’une erreur posséde deux composantes, & savoir une composante
aléatoire et une composante systématique.

a) Composante aléatoire de I’erreur

L’erreur aléatoire A provient des variations temporelles et spatiales non prévisibles de grandeurs
d’influence. Les effets de telles variations appelés effets aléatoires entrainent des variations pour les
observations répétées du mesurande (bien que le mesurage soit effectué dans des conditions aussi
constantes que possible).
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L’erreur aléatoire est liée aux conditions opératoires

Bien qu’il ne soit pas possible de compenser 1’erreur aléatoire d’un résultat de mesure, elle peut étre
- réduite en augmentant le nombre d’observations. i

b) Composante systématique de I’erreur

L’erreur systématique € se produit sur un résultat de mesure a partir d’un effet reconnu d’une
grandeur d’influence ; cet effet, appelé effet systématique, peut étre quantifié et s’il est significatif
par rapport a la précision requise du mesurage, une correction est appliquée au résultat.

Si nous reprenons I’exemple de départ, lors de la deuxiéme série de mesures, les fils de liaison
de I’instrument au conducteur ont une résistance Ry.

Dans ces conditions, I’instrument ne mesure pas R mais R + Ry Chaque mesure m; est
systématiquement plus grande que la valeur de R (des fils de 2 m de long et de faible section ont été
utilisés).

La valeur moyenne <m> des N mesures est plus grande de 0,4172... ohms que dans le cas précédent,
passant de 82,5286...ohms pour « quatre fils » a 82,9462...ohms pour une méthode « deux fils », cette
différence étant due a cette erreur systématique. Les N mesures m; restent dispersées autour de <m>
caractérisant 1’erreur aléatoire.

Si on utilise cette méthode a deux fils, une correction de 0,4172... ohms sera effectuée sur chaque
résultat. Rien ne nous prouve cependant qu’il n’existe pas d’autres erreurs systématiques !

En général, la correction est une opération difficile car elle nécessite une connaissance
approfondie du processus de mesure afin d’identifier au mieux les causes d’erreurs puis d’estimer les
corrections a apporter.

11 existe de nombreuses sources d’erreurs systématiques, comme par exemple :

o I’effet des grandeurs d’influence (température, pression,....) ;

o I’erreur de justesse des instruments (décalage du zéro par exemple, chronométre mal calibré,...) ;
e la position de I’objet mesuré ;

e la perturbation due a la présence des instruments d’observation.

Dans la pratique, différentes méthodes sont utilisées pour détecter et évaluer ces erreurs, comme par
exemple :

e mesurer la méme grandeur avec un instrument différent ;
e mesurer la méme grandeur avec des méthodes différentes ;

e mesurer une grandeur étalon (contrdle de la justesse) ;

e mesurer un méme mesurande dans des laboratoires différents.

L’erreur systématique peut étre considérée comme une erreur « constante » qui affecte chacune des
observations.

Le plus souvent on aura seulement une majoration de cette erreur « constante ».

* L’erreur systématique d’un résultat de mesure ne peut étre réduite en augmentant le nombre
- d’observations, mais par I’application d’une correction. :

Les corrections étant faites le mieux possible, il subsiste un doute sur la valeur des corrections.
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On admet que les variations de 1’erreur systématique autour de la correction effectuée sont aléatoires,
ce qui permet de supposer que 1’erreur systématique € suit une loi de probabilité bien définie.

On peut illustrer ces notions d’erreurs systématique et aléatoire par le tir dans une cible :

juste, mais pas fidele fidele, mais pas juste
(valeurs centrées mais dispersées) (valeurs décentrées mais resserrées)
erreurs aléatoires erreurs systématiques

®

ni juste, ni fidéle fidéle et juste
erreurs aléatoires et systématiques erreurs faibles

Ce dessin n’est cependant qu’une vue théorique trompeuse, car en général, on ne connait pas la cible,
la dispersion nous renseigne sur les erreurs aléatoires, mais la présence d’erreur systématique est
souvent difficile a déceler.

c) Modélisation du mesurage

On suppose que le résultat d’un mesurage a été corrigé pour tous les effets systématiques reconnus
comme significatifs et qu’on a fait tous les efforts pour leur identification. On dit alors que la méthode
de mesure est correcte.

On peut donc modéliser le mesurage par : Y=yp+t&+ A4

Si on imagine pouvoir faire une infinit¢é de mesures (ce qui revient a considérer la distribution de

toutes les mesures), I’erreur systématique & sur un mesurage est le décalage entre la « valeur vraie »
du mesurande et la moyenne (théorique) de D’infinité de toutes les mesures qui pourraient é&tre
effectuées.

C’est la « moyenne qui résulterait d’un nombre infini de mesurages du méme mesurande, effectués
dans des conditions de répétabilité, moins une valeur vraie du mesurande. » (VIM 93 ou GUM 08)

Comme on le verra plus loin (ce résultat est justifié en annexe), la moyenne est en général la meilleure
estimation de la grandeur mesurée, et I’erreur aléatoire A sur un mesurage représente la différence
entre cette moyenne et les résultats obtenus. C’est le « résultat d’'un mesurage moins la moyenne d’un
nombre infini de mesurages du méme mesurande, effectués dans des conditions de répétabilité. »
(VIM 93)
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Le schéma ci-dessous en donne une illustration :

La « valeur vraie » (inconnue) yo  —| \ .

erreur systématique & sur le mesurage
avant correction

La moyenne (inconnue) d’'une infinité de mesures y —® =~ ) A T Tt TTTToTmosmosmosoosooooo--

Une mesurey; — /@ ==l cccmmmm oo

Une hypothése pragmatique : il n’y a pas de raison objective pour que les résultats se
répartissent plus d’un coté que de I’autre de la « valeur vraie »

On fera I’hypothése dans la suite que la méthode de mesure est correcte, ce qui se traduit
mathématiquement par :

I’espérance mathématique des variables & et A est nulle et on a ainsi E(Y) = y,

Donner une mesure du mesurande va nécessiter la détermination d’une estimation de 1’espérance et de
I’écart type (ou plus précisément de la variance) de cette variable Y.

B. L’incertitude

Le mot incertitude signifie doute ; I’incertitude du résultat d’un mesurage refléte 1’impossibilité de
connaitre exactement la valeur du mesurande.

Dans cette vision probabiliste de 1’erreur, le concept d’incertitude est défini en accord avec cette
approche :

. Incertitude : paramétre, associé au résultat d’un mesurage, qui caractérise la dispersion des valeurs :
¢ qui pourraient étre raisonnablement attribuées au mesurande. :

1. Notion d’incertitude-type

Nous avons vu que le mesurage peut étre modélisé par une variable aléatoire Y d’espérance y, et que

I’on cherche a caractériser la dispersion des valeurs que peut prendre cette variable aléatoire. Une
mesure de cette dispersion peut étre obtenue a partir de I’écart-type de la variable aléatoire Y.

La détermination de I’incertitude sur le mesurage va étre exprimée en fonction de I’écart-type
de la variable aléatoire Y.

L’écart-type de Y est appelé incertitude-type sur le résultat du mesurage. On note généralement u(y)
: cette incertitude-type sur Y. :

L’essentiel de la démarche va consister a déterminer la loi de probabilité suivie par Y (ou par E)
et a estimer la valeur de I’écart-type de Y (ou de E).
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Dans I’exemple de la détermination de la résistance, la donnée des 2 000 résultats permet d’avoir une
bonne approximation de la loi de la variable R (on pourrait vérifier qu’elle est gaussienne) et si on fait
I’hypothése qu’on a maitrisé les erreurs systématiques, une estimation de 1’écart-type donné par le
tableur est d’environ 200u€.

Cependant, il n’est toujours possible d’obtenir une estimation de la grandeur par un recueil de données
et Y peut dépendre de plusieurs autres variables.

Prenons un exemple :

Avant de lancer la production en série, on veut estimer I’incertitude sur la dimension d en fond de
rainure de la piéce ci-dessous.

< __________ L _____________ >
© AR
<>

w

w .
On peut montrer que d =L ——| 1+ et d est alors une fonction de L, w et a.

a
tan —

On peut s’affranchir du contréle de la mesure de o, qui n’est pas la plus aisée. Pour cela on effectue
deux séries de mesures indépendantes de la longueur L avec deux piges de diameétres différents ; avec
la pige de diamétre wy, on obtient une longueur L, et avec la pige de diameétre w,, une longueur L, .

L1 ) LZ
ON d (N«
Avec la pige de diamétre w; Avec la pige de diamétre w,
Liw, —L,w,

En utilisant la formule déterminée précédemment, on montre alors que d =
w, —Ww
2 1

Cette fois d est une fonctionde L, L, , w, etw, .

On voit apparaitre une double difficulté, d’une part I’accés aux valeurs de d n’est pas direct et d’autre
part les données sur les variables dont dépend d ne sont pas du méme ordre ; pour certaines variables, L, ,
L, , un mesurage va donner un ensemble de données que 1’on va pouvoir traiter statistiquement, alors

que pour d’autres, comme w, et w, on accédera a des données proposées par le constructeur.

Bien que la problématique reste la méme, & savoir se donner une idée de la distribution des valeurs
que prend d, évaluer I’incertitude sur d va demander de combiner deux modes d’évaluation, I’un
s’appuyant sur une analyse statistique et I’autre sur une modélisation probabiliste.
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2. Différents modes d’évaluation de I’incertitude sur une grandeur

Si on fait varier la totalité des grandeurs dont dépend le résultat d’un mesurage, ’incertitude-type sur
chacune des variables peut étre évaluée par des moyens statistiques. Cependant, comme cela est
rarement possible en pratique, I’incertitude-type sur certaines variables peut étre estimée par utilisation
d’un modéele probabiliste décrivant la loi de propagation de I’erreur sur cette variable.

Si une grandeur est estimée par des moyens statistiques, on dit qu’on a une évaluation de type A de
I’incertitude-type sur cette grandeur.

Si une grandeur est estimée par un modele probabiliste, on dit qu’on a une évaluation de type B de
I’incertitude-type sur cette grandeur.

3. Evaluation de type A d’une incertitude-type

On suppose dans ce cas que la grandeur X est estimée a partir d’une série statistique (on établit par
exemple une série de 15 mesures de la longueur d’une piece)

On notera (X,,X,,...., X ) un n-échantillon de X, ou X, représente la variable aléatoire associée a

la "™ mesure de la grandeur X. Les n mesures x,,X,,.....,X, constituent un échantillon des valeurs

. . T
prises par X. La variable aléatoire X =—ZX ;a pour espérance celle de X et la moyenne
nin
arithmétique des valeurs x,,x,,.....,x, est en général une bonne estimation de I’espérance £(X) de la
variable X.

On prend donc, en général, comme estimation ponctuelle de X le nombre x défini par :

_ X t.x,
X=—"
n
Dans I’exemple du calcul de résistance, on prend 82,5286...ohms (on réserve le débat sur les chiffres

significatifs pour plus tard) comme estimation de la résistance mesurée.

Pour une grandeur X estimée a partir de n observations répétées indépendantes (ce qui signifie que les

variables X; sont indépendantes), obtenues dans les mémes conditions de mesure, x,,X,,.....,x, (ce
qui impliquerait que chaque opération de mesurage nécessite le démontage et le remontage du
. " J _ . . .
dispositif de mesure !), le nombre s*(X) Y (x, —X)" est la « meilleure » estimation de la
=15

variance de X notée o > (X).

s(X) représente une estimation de la dispersion o (X)) des valeurs prises par X autour de la moyenne E(X).

s(X) est appelé écart-type expérimental d’'une mesure ou écart-type de répétabilité.

Un résultat classique de statistique sur les lois d’échantillonnage montre que la « meilleure »
s (X)
n

estimation sur o ~(X), variance de la moyenne X de X; est s*(X)=

L’écart-type expérimental de la moyenne s ()_( ) est utilisé comme estimation de I’incertitude de la

i moyenne X |
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En conclusion :

Si une grandeur X est estimée a partir de n observations réepétées independantes x; x,, ... , x,, alors

X, +X, 4. 4X, s(X) 1

est s (X)= —

MR

Uincertitude-type u(x) sur son estimation X =

11 faut bien comprendre ce que signifie ce résultat, c’est une des difficultés souvent rencontrée :

0 (X) est le paramétre qui caractérise la dispersion des valeurs prises par X et caractérise I’incertitude

X, +..x

n

sur une mesure. Si on effectue » mesures, x = est une moyenne parmi d’autres possibles

n
(si on refaisait & nouveau n mesures, on obtiendrait une autre moyenne) ; c’est un résultat dans la
population de I’infinité de moyennes possibles.

La théorie des probabilités montre que la distribution de 1’ensemble des moyennes est bien moins
dispersée (la dispersion est divisée par n ) que I’ensemble des mesures uniques. Cela confirme I’idée
« pragmatique » que 1’estimation a partir d’une moyenne est « meilleure » que sur une mesure seule.

<+— Distribution de X (pour n=15)

/ \ <«4——— Distribution de X

Distributions comparées : X et X

Cependant dans la pratique, pour des problémes de cotit, on ne pourra effectuer » mesures et on aura
souvent une estimation de s(X), produite dans des conditions similaires par un autre opérateur ou a un
autre moment que celui de 1’évaluation de I’incertitude. On fait I’hypothése que les mesures antérieures
constituent une bonne image de la dispersion des mesures attachées a la procédure employée.

La formule précédente n’est donc pas applicable.

On considere alors que ’estimation de s(X) reste [’écart-type expérimental d’une mesure. Si on

. . X
effectue p nouvelles observations indépendantes, alors on prendra u(x) = stX)
Jr

Si une grandeur X est estimée a partir de p observations répétées indépendantes X,,X,,.....,X et si
S(X) est [’écart-type expérimental d’une mesure (obtenu auparavant a partir de n valeurs) alors

N ) o X tetx, s(X)
Iincertitude-type u(x) sur son estimation X = est

p N
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Exemple : On effectue 20 mesures du diamétre d’un cylindre a I’aide d’un pied a coulisse et on obtient
5(X)=0,018 mm

Si I’on effectue 1’évaluation de I’incertitude a partir de ces 20 observations, I’incertitude-type retenue
0,018
mm

20
Si on estime que cette évaluation, 0,018 mm, représente convenablement 1’écart-type de la dispersion
d’une mesure de ce cylindre autour de sa moyenne, on peut prendre s(X) = 0,018 mm comme 1’écart-
type expérimental d’une mesure établie a 1’aide du méme type d’instrument. C’est cette valeur qui sera
utilisée pour une nouvelle mesure.

sur la moyenne de ces 20 observations sera u(x) =

L’incertitude-type sur une mesure sera alors u(x) = 0,018 mm
0,018
mm

V3

Une remarque : on voit sur cet exemple 1’ambigiiité qui peut surgir de cette notation u(x) qui est
employée pour désigner un écart-type représentant une incertitude-type sur la grandeur X, mais qui
dépend de la procédure utilisée. D’ou la nécessité, comme nous le verrons dans les exemples traités de
bien préciser les conditions du mesurage.

L’incertitude-type sur la moyenne de trois mesures ultérieures sera alors u(x) =

Reprenons I’exemple traité de la dimension en fond de rainure.

On effectue les deux séries de dix mesures de manicre indépendante et on obtient, en mm :

L1 52,36 52,35 52,34 52,35 52,36 52,34 52,35 52,35 52,36 52,34

L2 59,17 59,18 59,17 59,17 59,19 59,18 59,18 59,17 59,18 59,19

L’écart-type de répétabilité obtenu sur une mesure de L, est égal a 8,164 x 10~ mm et celui sur une
mesure de L, est égal a 7,888 x 107 mm.

Pour obtenir 1’écart-type retenu sur la moyenne des 10 mesures de L;, on prendrait cette méme valeur
8,164x10~° mm divisée par /10 .

4. Evaluation de type B d’une incertitude-type

Lorsque I’estimation d’une grandeur X ne peut étre obtenue a partir d’observations répétées, la
variance estimée u° (x) ou l’incertitude-type u(x) sont évaluées par un jugement fondé sur des lois de
probabilité supposées a priori.

La détermination de la loi de I’erreur est liée a la maitrise du processus de mesure et a I’expérience de
I’opérateur ; elle dépend d’un ensemble d’informations qui peuvent étre :

e des résultats de mesures antérieures ;

e I’expérience ou la connaissance du comportement et des propriétés des matériaux et
instruments utilisés ;

e de facteurs d’influence (température, pression,.....) ;

e des spécifications du fabricant ;

e les données fournies par des certificats d’étalonnage ou autres ;

e ’incertitude assignée a des valeurs de référence et donnée avec ces valeurs.

En annexe 4, on trouvera des exemples de lois utilisées dans les calculs d’incertitude ainsi que

les incertitudes-types correspondantes. Les lois qui sont rencontrées le plus souvent sont les lois
normales et les lois rectangulaires (ou uniformes).
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La loi normale ou gaussienne (détaillée en annexe 6) est centrale dans la théorie des erreurs. On
constate que le plus souvent, la distribution des erreurs aléatoires est normale (on ne peut pas le
montrer mais on peut le vérifier par des tests de normalité), et que méme si ce n’est pas le cas, la
distribution des moyennes 1’est généralement.

Dans I’exemple des mesures de la résistance, la forme du diagramme peut laisser penser
raisonnablement que la distribution de I’ensemble des valeurs est normale.

La loi rectangulaire ou uniforme est utilisée souvent en calcul d’incertitude, lorsqu’on ne
connait qu’une majoration de I’erreur, ce qui est souvent le cas pour les erreurs systématiques.

Ainsi si on peut raisonnablement faire I’hypothése que les erreurs se situent entre deux nombres a et b,
la loi rectangulaire sur [a, b] (elle vaut 1 entre a et b et 0 ailleurs) est de toutes les lois définies sur ce
méme intervalle [a, b], celle qui a le plus grand écart-type ; pour cela on la nomme parfois la « loi du
pire » en ce sens qu’on ne minimise pas I’écart-type qui caractérise I’incertitude-type.

5. Détermination d’incertitudes de type B

Le travail va étre de choisir, en fonction des informations recueillies ou des connaissances des
processus, la loi de probabilité qui lui semble étre le mieux représentative du phénomene étudié.

Ainsi, si on sait raisonnablement que les valeurs de la grandeur X sont comprises entre M —d et M + d,
le choix de la loi de propagation de X entre M — d et M + d va décider de I’incertitude-type retenue :

Si on suppose que la loi est normale on prendra u(x) = 3

Si on suppose que la loi est triangulaire, on prendra u(x) = 4

>

Si on suppose que la loi est rectangulaire on prendra u(x) = 4

V3

On remarque sur les résultats précédents que 1’hypothése d’une loi triangulaire est un bon compromis
entre les lois normales et rectangulaires.

En annexe 5, on trouvera les dispositions qui, sans information supplémentaire, sont prises dans la pratique.

6. Recommandations pratiques

a) Choix des composantes de I’incertitude
Dans la pratique il existe de nombreuses sources possibles d’incertitude dans un mesurage, telle que :

e la définition incompléte du mesurande ;

¢ un échantillonnage non représentatif ;

e une connaissance insuffisante ou un mesurage imparfait des conditions d’environnement ;
e un biais (da a I’observateur) dans la lecture des instruments analogiques ;

e la résolution de I’instrument ;

e des valeurs inexactes des étalons et matériaux de référence ;

e des valeurs inexactes des constantes et parameétres retenus (obtenus par des sources extérieures
par exemple) ;

e des approximations dans la méthode de calcul des incertitudes ou dans le processus de mesure.

Ces sources ne sont pas nécessairement indépendantes, et certaines contribuent aux variations entre les
observations répétées du mesurande dans des conditions identiques.
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Il est important de ne pas compter deux fois les mémes composantes de 1’incertitude. Si une composante
de I’incertitude provenant d’un effet particulier est obtenue par une évaluation de type B, elle ne doit étre
introduite comme composante indépendante dans le calcul de I’incertitude finale du résultat de mesure
que dans la limite ou I’effet ne contribue pas a la variabilité des observations répétées.

Par exemple, la résolution d’un instrument de mesure, de sensibilité adaptée au mesurage, contribue a
la variabilité des observations répétées, par la précision des résultats obtenus. Par contre une erreur
éventuelle de justesse de cet instrument n’y contribue pas.

b) Incertitude-type sur une grandeur

Le mesurage d’une grandeur Y peut étre modélisé par Y = y, + E, + E, +....... E, ou les variables
EE,,.... ,E représentent les différentes composantes indépendantes de I’erreur.
Un résultat statistique montre que u”(Y) =u’(E,)+u’(E,) +...u" (E,)

Par exemple :

Plagons nous dans le cas ou Y représente le mesurage d’une piece dans des conditions
d’environnement controlées. On suppose qu’on effectue une série d’observations a I’aide d’un
instrument de mesure et que les composantes retenues de 1’erreur aménent au calcul de :

® u ,, incertitude-type déterminée statistiquement sur la série des observations ;

e u, incertitude-type déterminée sur la justesse de I’instrument de mesure.

Alors I’incertitude retenue sur la grandeur Y est : W (Vy=u, +u,’

Dans I’exemple « fond de rainure » traité, si les mesures de longueurs sont effectuées a 1’aide d’un
pied a coulisse au 1/100 dont I’erreur de justesse maximale est de 30um, alors I’incertitude sur une
mesure de L; est :

e u, =0,00816 mm et
0,030

u
NG}

Onaalors u”(L,) = qu + uBz =0,00036658...mm et on en déduit que u(L,) = 0,0190...mm
(Nous préciserons les régles d’arrondissage en fin de document)

mm (instrument vérifié)

Remarque :

L’instrument de mesure est adapté au mesurage, les erreurs attachées a la résolution de I’instrument
sont prises en compte dans la variabilité des résultats des mesures.

Sinon il faudrait prendre en compte ’erreur attachée a la résolution de I’instrument de mesure. Pour
s’en convaincre, il suffit d’imaginer des mesures prises avec un instrument peu précis (comme par
exemple un metre de charpentier) ; toutes les valeurs seraient identiques et I’écart-type de répétabilité
égal a zéro !
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I1. Incertitude-type composée

Reprenons I’exemple de la détermination des incertitudes sur la dimension en fond de rainure (proposé

Liw, —L,w,

page 8); on cherche a évaluer I’incertitude sur d défini par d = , d est une fonction

W, =W,
deL,,L,,w, etw, ; il va falloir déterminer cette incertitude en fonction des incertitudes sur

L,,L,,w, etw,, c'est-a-dire I’écart-type de la variable aléatoire modélisant d.
C’est I’objet de ce paragraphe.

A. Incertitude-type composée sur un mesurage

En général pour déterminer I’incertitude de mesure associée a un résultat, il faut décrire le
processus de mesure et déterminer le modele mathématique qui relie la valeur mesurée y du
mesurande Y aux différentes grandeurs qui interviennent dans le processus :

Y=f(X,,X,,...X,)

ou les X, sont des grandeurs mesurées, des corrections d’erreurs systématiques, des constantes
physiques, des grandeurs d’influence estimées,....

On connait les lois de répartition des erreurs sur chacune des grandeurs X, et donc
Pincertitude-type u(x,)sur chacune de ces grandeurs. L’objet de ce paragraphe est de déterminer

I’écart-type sur la variable Y qui représentera l’incertitude-type sur Y, appelée incertitude-type
composée de Y et notée u, ()

B. Détermination de I’incertitude-type composée

Dans le cas général, les erreurs étant considérées comme « petites » devant les valeurs des grandeurs,
on utilise la formule ci-dessous (dont on trouvera une justification en annexe 7)

SiY=f(X,,X,,....X,) avec X|,X,,..... X indépendantes alors on prend généralement

u’ 0= )

X

ou u(x,) est I'incertitude-type sur x,et u_ () est I’incertitude-type composée sur y

L . - o
L’expression ci-dessus s’écrit également uc2 (y)= Z(Ciu(xl. ) avec ¢, = ﬁ_f(ﬂ) ou u représente
i=1 xi

la valeur de référence pour chacune des variables (une donnée ou une moyenne de données).

. , 2 . c A o4
La variance composée u,”()) peut ainsi étre considérée comme une somme de termes dont chacun

représente la variance estimée de la contribution de chaque variable x, .

Nous verrons, dans la présentation des résultats, que cette écriture permet de repérer le poids
relatif de chacun des facteurs intervenant dans I’estimation de I’incertitude et ainsi prendre des
décisions quant aux actions & mettre en ceuvre pour diminuer cette incertitude.

Dans le cas de I’exemple de la détermination de la dimension d en fond de rainure, on a vu que

d= Liw, —L,w,
Wy, =W
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On obtient :

od __w, _, _od__-w
- -3, X

= = = =_2,
YOL w, —w, oL, w,—w,

(L, -1L
=08 _ZWam LWy g 151 et enfin ¢, =

od _ (L, —L)w,
ow, (wy, —w)) ow, (W, —w)

2

=3,414

En prenant w; = 8mm, w, = 12mm, pour valeur de L; la moyenne 52,35mm des 10 valeurs et pour
valeur de L, la moyenne 59,178mm des 10 valeurs.

Et par conséquent u,”(d)=(Bu(L,))* + u(L,))* + (5,121u(w,))* + (3,414 u(w,))*
Le calcul explicite de I’incertitude composée sur d sera effectué¢ en fin du document.

Remarque 1 :

Le cas ou les variables ne sont manifestement pas indépendantes est nettement plus délicat a traiter.
C’est le cas par exemple lorsqu’on détermine a I’aide d’un méme multimétre, intensité et différence de
potentiel ; il est alors nécessaire d’introduire la covariance entre les couples de variables non
indépendantes. On pourra alors se reporter au guide ISO sur le calcul d’incertitude qui proposera des
formules a appliquer.

Dans le cas ou les incertitudes sont estimées a partir d’observations, un moyen de vérifier si les
variables X et Y sont indépendantes, sans avoir recours au coefficient de corrélation, est de comparer
les écarts-types de X + Y et X — Y ; lorsque les résultats sont trés différents, on ne peut pas considérer
les variables indépendantes.

Sur I’exemple des séries de mesures de L; et L, :

L1 52,36 52,35 52,34 52,35 52,36 52,34 52,35 52,35 52,36 52,34

L2 59,17 59,18 59,17 59,17 59,19 59,18 59,18 59,17 59,18 59,19

L1+L2|111,53 |111,53 |111,51 |111,52 |111,55 |111,52 |111,53 [111,52 [111,54 |111,53

L1-L2,-681 |-683 |-683 |-682 |-683 |-684 |[-683 |-682 [-682 |-6,85

On a alors var(L; — L, ) =0,01135292 et var(L, + L, ) =0,01135293

On peut remarquer que les deux variances sont trés proches, ce qui incite a penser que les variables L,
et L, sont indépendantes (ce qui est assez naturel car la détermination des deux dimensions nécessite
un montage et démontage des piges).

Remarque 2 : si Y est de la forme ¥ =kX," X,”.....X ", un calcul simple des dérivées partielles
montre qu’a partir de la formule déterminant u_()), on peut écrire une relation déterminant

I’incertitude-type composée relative en fonction des incertitudes-types composées relatives

yl

u(x;) . u, c u(x,
. On obtient alors : ( (y))2 = z (p, (_))2 )
‘xi ‘ y i=1 xi
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I11. Incertitude élargie

A. Notion d’incertitude élargie
1. Incertitude élargie

Rappelons la problématique développée :
Dans les chapitres précédents, on a modélisé la mesure d’une grandeur Y comme variable aléatoire, et
on a déterminé une approximation de 1’écart-type de cette variable que I’on a noté u_ ().

L’intention de départ est de fournir, autour du résultat d'un mesurage, un intervalle dont on puisse
s'attendre a ce qu'il contienne une fraction élevée de la distribution des valeurs qui pourraient
raisonnablement étre attribuées au mesurande Y.

Aprés ’estimation de 1’écart-type de 7, il reste a estimer la loi de probabilité suivie par cette variable.

Idéalement, on aimerait déterminer un nombre k tel que si Y est estimé par y avec une
incertitude U(y) = ku,_(y), alors on peut affirmer que: y — U(y) < Y <y + U(y) avec une
probabilité p proche de 1.

U(y) notée également U est appelée incertitude élargie sur Y

2. Détermination du facteur d’élargissement k

La détermination de k correspond a ce qu’on appelle en statistique la détermination d’un intervalle de
confiance a un niveau de confiance p.

Pour obtenir ce facteur £, il est nécessaire d’avoir une connaissance de la loi de probabilité de la
variable représentée par le résultat de mesure.

Dans la pratique nous n’avons au mieux qu’une estimation de cette loi et de 1’écart-type associg.

Y—y

u,(y)
approximativement une loi normale centrée réduite des que [’une des conditions suivantes est vérifiée :

Cependant, les propriétés de la loi normale (voir annexe 6) montrent que suit

e u_(y)n’est pas dominée par une composante d’incertitude-type obt